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Integrali generalizzati
Sia f : [a,∞[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo
[a, b] con b > a. Se esiste:
lim
b→∞
∫ b
a
f(x)dx
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Integrali generalizzati
Sia f : [a,∞[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo
[a, b] con b > a. Se esiste:
lim
b→∞
∫ b
a
f(x)dx
diremo che f e` integrabile in senso generalizzato su [a,∞[ e
porremo: ∫ ∞
a
f(x)dx = lim
b→∞
∫ b
a
f(x)dx
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Integrali generalizzati
Sia f : [a,∞[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo
[a, b] con b > a. Se esiste:
lim
b→∞
∫ b
a
f(x)dx
diremo che f e` integrabile in senso generalizzato su [a,∞[ e
porremo: ∫ ∞
a
f(x)dx = lim
b→∞
∫ b
a
f(x)dx
Si dice in questo caso che l’integrale generalizzato
∫ ∞
a
f(x)dx
e` convergente
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Esempio∫ ∞
0
1
1 + x2
dx = lim
b→∞
∫ b
0
1
1 + x2
dx = lim
b→∞
arctan b =
pi
2
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Esattamente come per le serie numeriche, non sempre questo
schema origina un processo convergente
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Esattamente come per le serie numeriche, non sempre questo
schema origina un processo convergente
lim
b→∞
∫ b
1
1
x
dx = lim
b→∞
ln b=∞
Il problema principale dell’integrazione in senso generaliz-
zato sta nel fatto che, non sapendo a priori se la funzione
in esame sia integrabile in senso generalizzato, si rischia di
calcolare inutilmente l’integrale, perche´ il successivo passag-
gio al limite potrebbe portare ad un limite infinito o non
esistente.
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Teorema
Sia f : [a,∞[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo
[a, b] con b > a.
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Teorema
Sia f : [a,∞[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo
[a, b] con b > a.
Se |f(x)| ≤ g(x) per ogni x ≥ a e se
∫ b
a
g(x)dx e` conver-
gente, allora anche
∫ ∞
0
f(x)dx e` convergente.
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Teorema
Sia f : [a,∞[→ R una funzione integrabile su ogni intervallo
[a, b] con b > a.
Se |f(x)| ≤ g(x) per ogni x ≥ a e se
∫ b
a
g(x)dx e` conver-
gente, allora anche
∫ ∞
0
f(x)dx e` convergente.
Se 0 ≤ g(x) ≤ f(x) per ogni x ≥ a e se
∫ ∞
a
g(x)dx e` diver-
gente, allora diverge anche
∫ ∞
a
f(x)dx.
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Condizione necessaria di integrabilita` in senso generalizzato
Condizione necessaria, non sufficiente, per la convergenza
dell’integrale generalizzato∫ ∞
a
f(x)dx
e` che
lim
x→∞ f(x) = 0
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Convergenza dell’integrale di probabilita`
La funzione
f(x) = e−x
2
e` integrabile in senso generalizzato su [0,∞[
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Convergenza dell’integrale di probabilita`
La funzione
f(x) = e−x
2
e` integrabile in senso generalizzato su [0,∞[
Per provarlo posto g(x) =
(
1 + x2
)
e−x
2
si ha
g(x) ≤ g(0) = 1 per ogni x ∈ R
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Convergenza dell’integrale di probabilita`
La funzione
f(x) = e−x
2
e` integrabile in senso generalizzato su [0,∞[
Per provarlo posto g(x) =
(
1 + x2
)
e−x
2
si ha
g(x) ≤ g(0) = 1 per ogni x ∈ R
dunque per ogni x ∈ R
e−x
2 ≤ 1
1 + x2
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Osservazione
L’integrale generalizzato
∫ ∞
1
dx
xα
converge se e solo se α > 1
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Osservazione
L’integrale generalizzato
∫ ∞
1
dx
xα
converge se e solo se α > 1
Dunque per il criterio del confronto se
f  1
xα
per x→∞
l’integrale generalizzato
∫ ∞
1
f(x)dx converge
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Osservazione
L’integrale generalizzato
∫ ∞
1
dx
xα
converge se e solo se α > 1
Dunque per il criterio del confronto se
f  1
xα
per x→∞
l’integrale generalizzato
∫ ∞
1
f(x)dx converge
f  1
xα
per x→∞ e` assicurata dell’esistenza del limite, finito
e diverso da zero lim
x→∞x
αf(x)
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Integrali generalizzati e serie numeriche
Assegnata f : [1,∞[→]0,∞[ continua, non negativa e decres-
cente possiamo considerare la serie a termini positivi di ter-
mine generale f(n), n ∈ N
∞∑
n=1
f(n) (A)
e l’integrale generalizzato∫ ∞
1
f(x) dx (B)
11/22 Pi?
22333ML232
Teorema
Se f : [1,∞[→]0,∞[ e` una funzione continua, non negativa e
decrescente allora la serie (A) converge se e solo se converge
l’integrale generalizzato (B).
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Teorema
Se f : [1,∞[→]0,∞[ e` una funzione continua, non negativa e
decrescente allora la serie (A) converge se e solo se converge
l’integrale generalizzato (B).
k
f HkL
k+1
f Hk+1L
x
y
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Dimostrazione
Fissiamo k ∈ N. Per l’ipotesi di monotonia abbiamo che
f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k) per ogni x ∈ [k, k + 1] (D)
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Dimostrazione
Fissiamo k ∈ N. Per l’ipotesi di monotonia abbiamo che
f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k) per ogni x ∈ [k, k + 1] (D)
Integrando, rispetto ad x ∈ [k, k + 1] otteniamo
f(k + 1) ≤
∫ k+1
k
f(x) dx ≤ f(k).
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Dimostrazione
Fissiamo k ∈ N. Per l’ipotesi di monotonia abbiamo che
f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k) per ogni x ∈ [k, k + 1] (D)
Integrando, rispetto ad x ∈ [k, k + 1] otteniamo
f(k + 1) ≤
∫ k+1
k
f(x) dx ≤ f(k).
Poniamo
sn =
n∑
k=1
f(k) = f(1) + · · ·+ f(n)
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sommando per k fra 1 e n ∈ N in (D) otteniamo
n∑
k=1
∫ k+1
k
f(x) dx =
∫ n+1
1
f(x) dx ≤
n∑
k=1
f(k) = sn
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sommando per k fra 1 e n ∈ N in (D) otteniamo
n∑
k=1
∫ k+1
k
f(x) dx =
∫ n+1
1
f(x) dx ≤
n∑
k=1
f(k) = sn
Poi se nella disuguaglianza a destra in (D) sommiamo per k fra 1 e n− 1
otteniamo:
n−1∑
k=1
f(k + 1) = f(2) + · · ·+ f(n) ≤
n−1∑
k=1
∫ k+1
k
f(x) dx =
∫ n
1
f(x) dx
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sommando per k fra 1 e n ∈ N in (D) otteniamo
n∑
k=1
∫ k+1
k
f(x) dx =
∫ n+1
1
f(x) dx ≤
n∑
k=1
f(k) = sn
Poi se nella disuguaglianza a destra in (D) sommiamo per k fra 1 e n− 1
otteniamo:
n−1∑
k=1
f(k + 1) = f(2) + · · ·+ f(n) ≤
n−1∑
k=1
∫ k+1
k
f(x) dx =
∫ n
1
f(x) dx
sommiamo f(1) ai due lati:
f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) = sn ≤ f(1) +
∫ n
1
f(x) dx
il che completa la dimostrazione
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Integrali di funzioni illimitate definite su intervalli limitati
Sia f : [a, b[→ R integrabile su ogni intervallo [a, b− ε] con
ε < b− a. Se esiste:
lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
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a
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Integrali di funzioni illimitate definite su intervalli limitati
Sia f : [a, b[→ R integrabile su ogni intervallo [a, b− ε] con
ε < b− a. Se esiste:
lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
diremo che f e` integrabile in senso generalizzato su [a, b] e
porremo: ∫ b
a
f(x)dx = lim
ε→0+
∫ b−ε
a
f(x)dx
Si dice in questo caso che l’integrale generalizzato
∫ b
a
f(x)dx
e` convergente
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Esempio ∫ 1
0
ln (1− x) dx = lim
ε→0+
∫ 1−ε
0
ln (1− x) dx
= lim
ε→0+
[
(x− 1) ln(1− x)− x
]1−ε
0
= −1.
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Esempio ∫ 1
0
ln (1− x) dx = lim
ε→0+
∫ 1−ε
0
ln (1− x) dx
= lim
ε→0+
[
(x− 1) ln(1− x)− x
]1−ε
0
= −1.
Esempio ∫ 1
0
dx√
1− x2 =
pi
2
infatti ∫ 1
0
1√
1− x2 dx = limε→0+ arcsin(1− ε) =
pi
2
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Osservazione
L’integrale generalizzato∫ b
a
dx
(b− x)α
converge se α < 1
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Osservazione
L’integrale generalizzato∫ b
a
dx
(b− x)α
converge se α < 1
Criterio asintotico di convergenza
Se f : [a, b[→ R tale che
f  1
(b− x)α con α < 1
allora f e` integrabile in senso generalizzato su [a, b[
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Ad esempio l’integrale:∫ 1
0
1√
1− x2 dx
converge essendo:
lim
x→1
1√
1− x2
1√
1− x
=
1√
2
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Integrale di probabilita`
∫ ∞
0
e−x
2
dx =
√
pi
2
19/22 Pi?
22333ML232
Integrale di probabilita`
∫ ∞
0
e−x
2
dx =
√
pi
2
La distribuzione normale o Gaussiana ha densita` di proba-
bilita`:
f(u) =
1
σ
√
2pi
exp
[
−(u− µ)
2
2σ2
]
µ e σ sono la media e la deviazione standard.
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Vale ∫ ∞
−∞
f(u)du = 1 (P)
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Vale ∫ ∞
−∞
f(u)du = 1 (P)
Infatti cambiando variabile:
x =
u− µ
σ
√
2
⇔ u = σ√2x+ µ
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Vale ∫ ∞
−∞
f(u)du = 1 (P)
Infatti cambiando variabile:
x =
u− µ
σ
√
2
⇔ u = σ√2x+ µ
otteniamo
1
σ
√
2pi
∫ ∞
−∞
exp
[
−(u− µ)
2
2σ2
]
du =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−x
2
dx.
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ma grazie alla parita` di x 7→ e−x2∫ ∞
−∞
e−x
2
dx = 2
∫ ∞
0
e−x
2
dx =
√
pi.
provando (P)
21/22 Pi?
22333ML232
ma grazie alla parita` di x 7→ e−x2∫ ∞
−∞
e−x
2
dx = 2
∫ ∞
0
e−x
2
dx =
√
pi.
provando (P)
Per calcolare l’integrale di probabilita` useremo un famoso
risultato di Wallis
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Prodotto di Wallis
pi
2
=
∞∏
n=1
(
2n
2n− 1
2n
2n+ 1
)
= lim
n→∞
((2n)!!)2
(2n− 1)!!(2n+ 1)!!
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pi
2
=
∞∏
n=1
(
2n
2n− 1
2n
2n+ 1
)
= lim
n→∞
((2n)!!)2
(2n− 1)!!(2n+ 1)!!
Primo passo: integrali delle potenze del seno
Se n ∈ N integrando per parti si ha:∫
sinn x dx = −1
n
sinn−1 x cosx+
n− 1
n
∫
sinn−2 x dx
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pi
2
=
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n=1
(
2n
2n− 1
2n
2n+ 1
)
= lim
n→∞
((2n)!!)2
(2n− 1)!!(2n+ 1)!!
Primo passo: integrali delle potenze del seno
Se n ∈ N integrando per parti si ha:∫
sinn x dx = −1
n
sinn−1 x cosx+
n− 1
n
∫
sinn−2 x dx
integriamo in [0, pi/2] otteniamo
In =
∫ pi
2
0
sinn x dx =
n− 1
n
∫ pi
2
0
sinn−2 x dx =
n− 1
n
In−2
